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一种数字全通滤波器的最小二乘设计法①
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摘要:探讨了在复倒谱系数条件下,利用加权最小二乘法(WLS)实现等波纹逼近数字全通滤波器的设计方案.对

于平稳的数字全通滤波器,其分母多项式一定具有最小相位;该方法是基于最小相位滤波器的群延迟函数和其复

倒谱系数之间的关系,采用最小二乘等波纹逼近求得分母多项式的倒谱系数;然后,依据全通滤波器分母多项式与

其复倒谱系数的关系求得分母多项式.由全通滤波器的特性可知,分母多项式系数可完全确定全通滤波器的传递

函数.这种方法能够使所设计的滤波器的群延迟特性在整个频带上近似理想群延迟,其误差在整个频带上呈均匀

分布,同时降低了误差的最大值.
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数字全通滤波器常用于实现指定群延迟的线性系统,以满足整个系统对相位的要求.有关数字全通滤

波器的应用在相关文献中均有描述,此处不再详述.文献[1]使用自回归方法从倒谱系数产生滤波器的系

数;文献[2]采用希尔伯特变换的方法,根据傅立叶变换的相位和对数幅度的关系计算全通滤波器的系数;
文献[3]改进了文献[2],提出了运算量较小的设计方法;文献[4]和[5]则采用加权最小均方误差准则意义

下求解复倒谱系数,对文献 [3]方法的误差有所改善.本文采用基于倒谱系数的加权最小二乘逼近法设计

数字全通滤波器,使误差在整个频带上呈等波纹分布且误差的极值明显降低.

1 基于复倒谱系数的全通滤波器设计原理

N 阶全通数字滤波器的系统函数

H(z)=N(z)
D(z)=
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N

n=0
anz-n

(1)

其中a0=1,由式(1)可知,系统可完全由其分母多项式确定.对于一个平稳的滤波器,它的分母多项式一

定具有最小相位;而一个最小相位序列的群延迟函数及其复倒谱系数之间满足关系:

τ(ω)=∑
¥

k=1
kc(k)cos(kω) (2)

其中复倒谱序列c(k)一定是实因果序列.利用傅立叶变换的对称性质,对式(2)做傅立叶反变换:
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即,可由群延迟函数求出复倒谱系数;根据复倒谱的基本理论,最小相位序列与其复倒谱系数之间满足:
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其中,a(0)=1.由式(4)可得分母多项式的系数.它的主要步骤是:首先,根据指定的全通滤波器群延迟函

数,得到分母的群延迟函数;其次,由分母群延迟函数得到分母多项式的倒谱系数;最后,由倒谱系数求得

分母多项式的系数,进而确定出滤波器的传递函数,该方法的详细设计原理和步骤可参考文献[3-5].

2 基于倒谱系数的最小二乘等波纹逼近法设计原理

通过对上述方法分析可知,其核心思想是由式(2)做傅立叶逆变换求出复倒谱系数,但在滤波器阶数

一定的条件下,只能对所求的倒谱系数进行截断,因此造成设计结果的低频和高频附近误差较大.文献[3]
给出滤波器阶数N=20时的设计结果和误差波形.对此,本文采用的设计方案是:在滤波器阶数一定的条

件下,使设计的分母群延迟函数以等波纹误差近似理想的(设计目标)群延迟函数,从而使设计结果的误差

在整个频带上呈均匀分布,进而降低了误差的最大值.
2.1 最小二乘等波纹逼近法设计原理

2.1.1 构造加权最小二乘逼近

设τexp(ω)是目标群延迟函数(相当于分母群延迟函数),τx(ω)为τexp(ω)在全频带[0,π]上的逼近函

数.根据最小二乘法(WLS)的相关理论,定义误差函数的加权平方和:

Emse=∑
K

l=1
W(ωl)E2

α(ωl) (5)

其中Eα(ω)=τexp(ω)-τx(ω)是误差函数,W(ω)为加权函数,K是在误差函数上的采样点数目.由式(2)可
知,逼近函数τx(ω)应定义为:

τx(ω)=∑
N

k=1
kc(k)cos(kω) (6)

上式中N 为滤波器的阶数(不是最终设计的阶数).令b(k)=kc(k),则式(6)可用矩阵形式表示为bTs(ω),
其中,

b=[b(0),b(1),b(2),…,b(N)]T

s(ω)=[1,cosω,cos2ω,…,cosNω]T

为了使加权平方和Emse 最小化,令∂Emse

∂b(i)=0
,得到一个线性方程组Ab=d.其中,

A=∑
k

l=1
W(ωl)s(ωl)sT(ωl)

d=∑
k

l=1
W(ωl)τexp(ωl)s(ωl)

这里A是一个实对称的正定矩阵[6].因此方程有唯一解b.在求解方程组时,为了避免求矩阵的逆矩阵,可

采用柯列斯基分解法(choleskydecomposition).求解方程后可以得到使Emse 最小化时的逼近函数τx(ω).
但此时的误差逼近函数 Eα(ω)并不是等波纹分布的.图1给出了误差函数的一般形式.有关最小二乘法

的详细原理可参阅数值分析教材的相关章节.
2.1.2 加权函数 W(ω)的确定

为了实现等波纹逼近,需要确定合适的加权函数.加权函数W(ω)可采用迭代方法来求出.设Wk(ω)
是第K 次迭代的加权函数,那么,第K+1次迭代的加权函数可定义为Wk+1(ω)=Wk(ω)βk(ω),更新函数

βk(ω)可由误差函数 Eα(ω)的包络轨迹来确定[7].
由图1可知,Eα(ω)在[0,π]上的谷底频率处具有局部极小值αi(i=2,3,…,7),α1和α8是边界
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图1 误差函数的一般形式

频率.误差函数在两个连续的αi 之间的极大值可表

示为:

ri=max{Eα(ω)}   αi≤ωl≤αi+1

其中1≤i≤u-1,u-1为谷底频率的个数,α1和αu+1

是滤波器的边界频率.更新函数可以定义为:

βk(ωl)=
r1 α1 ≤ωl≤α2
ri αi<ωl≤αi+1   i=2,3,…,{ u

(7)
更新函数βk(ωl)表示了在每次迭代后,误差函数的分

布情况.令

q=[βk(ω1),βk(ω2)…βk(ωN)]T

同时令

qmax=max(q)

qmin=min(q)
设定ε为一个较小的正数(例如,0.01),如果,

c=qmax-qmin

qmax
≤ε

成立,则认为误差函数达到了等波纹分布.否则,按Wk+1(ω)=Wk(ω)βk(ω)调整加权函数,并且对加权函

数用其最大值做归一化处理.在首次运算时,可设W0(ωl)=1.另外,为了提高迭代的速度,可按Wk+1(ω)

=Wk(ω)βθ
k(ωl)更新权函数,其中θ在1.2至1.7之间(这一点很必要).

2.1.3 最小二乘等波纹逼近法的计算步骤

1)初始化权函数W0(ωl);

2)计算矩阵A 和d,并求解线性方程组Ab=d.
3)计算误差函数Eα(ω).
4)确定αi 和ri;进而求得βk(ωl)和c.
5)如果c≤ε(例如0.01),计算逼近函数τx(ω),退出;否则,更新权函数,返回第二步.

2.2 求逼近函数τx(ω)所对应的倒谱序列

若设滤波器的阶数为N,根据式(6)和式(3),可求得设计目标(相当于分母多项式)群延迟函数所对应

序列的倒谱系数乘以K 的值:

kc(k)=2*IFFT[τx(i)] (8)

将计算结果代入式(4)即可求得分母多项式系数an,进而得到所需的全通滤波器的传递函数.然而,值得

注意的是,若上述计算没有任何误差,式(8)的计算结果除前N+1项外,其余项应为0.但在使用最小二乘

法做有限次迭代,使得最终求得的逼近函数τx(ω)存在微小的计算偏差,从而导致式(8)的计算结果除前N
+1项外,仍有几项非零值.这样由式(4)求得的分母多项式的阶数比N 阶要大一些,但对整体设计效果无

影响.在具体设计时,可根据设计精度要求确定N.

3 设计举例

文献[3]在设计举例中给定的全通滤波器群延迟特性为

τ(ω)=(10ω-3ω2)   0≤ω≤π
其特性如图2所示.本文以此为例,设计一个等波纹逼近全通滤波器并与文献[3]中的方法进行比较.在设

计时,抽样点数取M=512,按照上述各步骤,分别仿真了阶数等于20和30两种情况,经过迭代运算,最终

所得全通滤波器的阶数分别为N=26和N=36.误差函数分别如图3和图4所示.可以看出设计结果的误
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差在整个频带上呈均匀分布,且随着阶数的增加误差明显减小.此外,图5给出了在滤波器阶数N=26时,
采用文献[3]方法设计所得滤波器的群延迟函数及其误差函数.其中,图5的最大绝对误差值为0.2012,而

在相同阶数下,本文的最大绝对误差值如图3所示为0.14.下面式(9)列出了N=20时采用最小二乘等波

纹逼近法设计所得到的26阶滤波器分母多项式的系统函数(式中有效位数稍有取舍).
D(z)=1-0.3659z-1-0.6839z-2+0.2531z-3+0.1431z-4-0.0562z-5-0.0185z-6+

0.0078z-7-0.001z-8+0.0002z-9-0.0012z-10+0.0004z-11-0.0008z-12+
0.0003z-13-0.0006z-14+0.0002z-15-0.0004z-16+0.0002z-17-0.0004z-18+
0.0001z-19-0.0034z-20+0.0013z-21+0.0026z-22+0.001z-23-0.0005z-24+
0.0002z-25-0.00008z-26

(9)

图2 理想群延迟函数 图3 滤波器阶数 =26的误差函数

图4 滤波器阶数 =36的误差函数 图5 由文献[3]方法所产生的误差函数

4 结  论

文中提出了以复倒谱系数为基础,利用最小二乘法实现等波纹逼近数字全通滤波器的设计方法并给出

了实验仿真结果.该方法与其它基于倒谱系数的设计方法如文献[3-5]相比,其误差的最大值减小,同时

逼近误差在整个频带上均匀分布,且随着阶数的增加,其设计精度明显提高.此外,该方法的设计思路较

简单,计算方便,易于应用.
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OnaWeightedLeast-SquaresTechnique
forDesignAll-passDigitalFilter
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Abstract:Aprocedureforthedesignofequirippledigitalall-passfilterwithaweightedleast-squarestech-
niquebasedoncepstralcoefficientshasbeenpresented.Thedenominatorpolynomialofastableallpassfil-
teriscertaintohaveaminimum-phase.Basedontherelationshipbetweenthedelayfunctionandtheceps-
tralcoefficients,thecomplexcepstralcoefficientscanbedeterminedbyaweightedleast-squarestech-
nique;bymeansofthecomplexcepstralcoefficients,theall-passfilterdenominationcoefficientsareob-
tainedbasedontherelationbetweenthecomplexcepstrumcoefficientandthestableminimumphasese-
quence.Theall-passtransferfunctioniscompletelydeterminedfromitsdenominatorcoefficients.The

groupdelayofdesignedfiltercanapproximatethedesiredgroupdelayinallband,anderrorisauniform
distribution.
Keywords:weightedleast-squares;all-passfilter;groupdelay;equirippleapproximation;cepstralcoeffi-

cients;minimumphase
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