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求解二维热传导方程的高精度紧致差分方法①

魏 剑 英

宁夏大学 数学计算机学院,银川750021

摘要:基于Richardson外推法提出了一种数值求解二维热传导方程的高阶紧致差分方法.该方法首先利用时间二

阶、空间四阶精度的紧致交替方向隐式(ADI)差分格式在不同尺寸的网格上对原方程进行求解,然后利用Richard-
son外推技术外推一次,最终得到了二维热传导方程时间四阶、空间六阶精度的数值解,数值实验验证了该方法的

高阶精度及有效性.
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热传导方程是一类非常重要的偏微分方程,在数值传热学和计算流体力学领域有广泛的应用.在用有

限差分法求解中,最常见的是古典显格式、古典隐格式和Crank-Nicholson格式[1].古典显格式计算简便,
但稳定性差;古典隐格式和Crank-Nicholson格式均是无条件稳定的,但空间最高仅有二阶精度,并且对于

高维问题一般需要迭代求解,计算代价较大;另一种方法是交替方向隐式(ADI)方法,常见的有Peaceman-
Racharford(P-R)格式和Douglas格式[1],尽管可以采用追赶法进行求解,计算量较省,但也是低精度的.
近年来,不少研究者提出了关于热传导方程的高精度紧致差分格式,包括显式格式[2-3]、隐式格式[4-5]和

ADI格式[6-7],它们均是无条件稳定的.对于高精度紧致显格式,仍然受到很强的稳定性条件的限制;而

对于高精度紧致隐格式,尽管文献[5]采用多重网格方法进行迭代加速,计算效率较传统迭代法有了很大

改善,但是较高精度的ADI方法计算量还是多出很多.此外,程晓亮等人还提出了一类利用lie乘积公式

对一维热传导方程的初边值问题设计的无条件稳定的修正差分格式[8].本文在已有的时间二阶、空间四阶

精度的紧致ADI差分格式的基础上,借助Richardson外推法,进一步将时间和空间的精度整体提高二阶,
最终可得到求解该问题时间为四阶、空间为六阶精度的数值解.

1 二维热传导方程高阶紧致ADI格式

考察如下二维热传导方程的初边值问题
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2 +f(x,y,t)   (x,y,t)∈Ω×(0,T] (1)

u(x,y,t)=g(x,y,t)   (x,y,t)∈∂Ω×(0,T] (2)

u(x,y,0)=u0(x,y)   (x,y)∈Ω (3)
式中,(x,y)∈Ω,∂Ω为边界;u(x,y,t)为待求函数;f(x,y,t)为源项;g和u0为已知函数,且具有充

分的光滑性;a为热扩散系数或导温系数.用τ表示时间步长,空间取等距网格,步长用h表示.由文献[6]
可得方程(1)的高精度紧致ADI格式为
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过渡变量u*
i,j 的边界条件可以精确表示为

u*
i,j= 1+ h2
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其中δ2x 和δ2y 表示二阶中心差分算子,该格式的截断误差为O(τ2+h4).下面采用VonNeumann分析法对

格式(4)进行稳定性分析.设源项无误差,特征项表示为

un
ij =ηneIθxieIθyj

其中,I= -1,ηn 为第n个时间层上的波幅,θx 和θy 分别为波长λ1 和λ2 所对应的相角.则格式(4)的放

大因子G(θx,θy)=ηn+1/ηn 可以表示成

G(θx,θy)=l(θx)l(θy)

其中
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很容易证明 l(θx)≤1,l(θy)≤1,因此G(θx,θy)≤1,即格式(4)是无条件稳定的.

2 Richardson外推法

选取正整数M 和计算所需要到达的时刻T,并令h=1/M,N=T/τ.四阶紧致格式(4)可写为
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截断误差为
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假设{u(xi,yj,tn)|0≤i,j≤M,0≤n≤N}为定解问题(1)~ (3)的解,{un
i,j(h,τ)0≤i,j≤M,

0≤n≤N}为差分格式(4)的解,记en
i,j=u(xi,yj,tn)-un

i,j,0≤i,j≤M,0≤n≤N,则得到误差

方程
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假设r(x,y,t)和s(x,y,t)分别满足二维热传导方程的初边值问题
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分别为紧致差分格式

1+h2
12δ

2æ

è
ç

ö

ø
÷x 1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷y δtrn+12i,j =a1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷y δ2xrn+12i,j +a1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷x δ2yrn+12i,j -

a2τ2
4δ2xδ2yδtrn+12i,j + 1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷x 1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷y (p1)n+

1
2i,j (9)

和

1+h2
12δ

2æ

è
ç

ö

ø
÷x 1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷y δtsn+12i,j =a1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷y δ2xsn+12i,j +a1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷x δ2ysn+12i,j -

a2τ2
4δ2xδ2yδtsn+12i,j + 1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷x 1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷y (p2)n+

1
2i,j (10)

的解,且

r(xi,yj,tn)=rn
i,j(h,τ)+O(τ2+h4)

s(xi,yj,tn)=sn
i,j(h,τ)+O(τ2+h4)
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由上述定义,用(8)-(9)×τ2-(10)×h4 可得

3第12期          魏剑英:求解二维热传导方程的高精度紧致差分方法



1+h2
12δ

2æ

è
ç

ö

ø
÷x 1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷y δtqn+12i,j =a1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷y δ2xqn+12i,j +a1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷x δ2yqn+12i,j -

a2τ2
4δ2xδ2yδtqn+12i,j +(p3)n+

1
2i,j    0≤i,j≤M-1,0≤n≤N-1

q0i,j=0   1≤i,j≤M-1

qn
i,j=0   i,j∈∂Ωh,0≤n≤

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï N

其中

(p3)n+
1
2i,j =Rn+12i,j - 1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷x 1+h2

12δ
2æ

è
ç

ö

ø
÷y τ2(p1)n+

1
2i,j +h4(p2)n+

1
2i,[ ]j =

O(τ4+τ2h4+h6)

即

u(xi,yj,tn)- un
i,j(h,τ)+τ2r(xi,yj,tn)+h4s(xi,yj,tn[ ])=

O(τ4+τ2h4+h6) (11)

同理,有

u(xi,yj,tn)- u4n2i,2j h
2
,τæ

è
ç

ö

ø
÷

4 + τæ
è
ç

ö

ø
÷

4
2

r(xi,yj,tn)+ hæ
è
ç

ö

ø
÷

2
4

s(xi,yj,tn
é

ë
êê

ù

û
úú)=

O(τ4+τ2h4+h6) (12)

用(12)×1615-(11)×115
可得

u(xi,yj,tn)- 16
15u

4n
2i,2j

h
2
,τæ

è
ç

ö

ø
÷

4 -115u
n
i,j(h,τé

ë
êê

ù

û
úú)=O(τ4+τ2h4+h6)0≤i,j≤M,0≤n≤N

即分别在区域Ωh 和Ωh
2
上得到解un

i,j(0≤i,j≤M)和u4ni,j(0≤i,j≤2M),其中(0≤n≤N).综上所述,
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3 数值算例

利用本文提出的方法求解如下有精确解的初边值问题,初始条件和边界条件均由精确解给出.

ut=uxx +uyy + x2+y2-3-3t
(1+x2+y2+t)2   0≤x,y≤1,t≥0

其精确解为:

u(x,y,t)=ln(1+x2+y2+t)

  表1给出了该问题当τ=h2,t=0.125时,在不同网格步长下的最大误差Error,收敛阶Rate和CPU
时间以及与高精度紧致ADI方法[6]计算结果的比较.其中,误差收敛阶定义为rate=ln(Error(2h)/Error
(h))/ln2.可以看出,高精度紧致ADI格式在空间上的精度达到了四阶,而本文Richardson外推法对于提

高计算精度,效果是非常显著的,在空间上达到了六阶.在相同的网格等分数下,本文格式较文献[6]格式

需要更多的CPU 时间,是因为本文格式需要在2个不同的网格层上进行计算,并且要用到Richardson外

推,而文献[6]格式只需要在单层网格上进行计算.但如果我们限定计算需要达到的精度,比如1.44e-8,

采用文献[6]的格式,需要取h=1/32,CPU 时间为0.34s,而采用本文方法,只需要取h=1/8,误差即可

达到3.96e-9,而CPU 时间仅为0.04s.
表2给出了该问题当τ=h2,t=1时刻,本文方法的最大误差Error,CPU 时间和收敛阶Rate及与文

献[7]中结果的比较.文献[7]采用紧致的ADI方法进行求解.通过对比可以看出,本文方法的精度明显高

于文献[7]格式的精度.如果限定计算需要达到的精度,采用本文方法可以大大节约CPU 时间.
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表1 τ=h2,t=0.125时刻,最大误差、收敛阶和CPU时间

h
文献[6]

CPU Error rate
本文方法

CPU Error rate
1/8 0.01 3.52e-6 0.04 3.96e-9
1/16 0.06 2.21e-7 4.00 0.15 6.16e-11 6.01
1/32 0.34 1.44e-8 3.93 0.72 9.30e-13 6.05

表2 τ=h2,t=1时刻,最大误差、收敛阶和CPU时间

h
文献[7]

CPU Error rate
本文方法

CPU Error rate
1/10 0.14 1.71e-5 0.34 1.09e-9
1/20 0.58 1.22e-6 4.00 1.28 1.60e-11 6.01
1/40 2.46 7.90e-8 3.93 5.72 2.06e-13 6.05
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OnaHigh-OrderCompactDifferenceMethod
forSolvingtheTwo-DimensionalHeatEquation

WEIJian-ying
CollegeofMathematicsandComputerScience,NingxiaUniversity,Yinchuan750021,China

Abstract:Ahigh-ordercompactdifferencemethod,whichisbasedontheRichardsonextrapolationtech-
nique,hasbeenproposedtosolvethetwo-dimensionalheatequation.Firstly,numericalresultshavebeen

obtainedondifferent-sizemeshesbymeansofahighorderalternatingdirectionimplicit(ADI)difference

scheme,whichissecondorderaccurateintimeandfourthorderaccurateinspace.Then,theRichardson

extrapolationmethodhasbeenemployedtocomputeamoreaccuratesolution,whichisfourthorderaccu-
rateintimeandsixthorderaccurateinspace.Thenumericalresultsaregiventodemonstratethehighac-
curacyandeffectivenessofthepresentmethod.

Keywords:two-dimensionalheatequation;ADImethod;high-ordercompactscheme;Richardsonextrap-
olationmethod
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