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2 距距离空间中两对非相容映象的
一个新的公共不动点定理①

张军贺, 谷 峰

杭州师范大学 理学院,杭州310036

摘要:在2 距离空间中,引入了(Ag)型R 弱交换映象的概念.利用自映象对的非相容性和(Ag)型R 弱交换条

件,建立了一类具有平方型的φ 压缩条件,并在此基础上证明了4个映象的公共不动点的存在性和唯一性,得到了

一个新的公共不动点定理.
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自文献[1]引入2 距离空间的概念以来,2 距离空间中的不动点理论已经取得了许多重要的研究成

果[1-3].最近,文献[4]给出了一类平方型φ 压缩映象的公共不动点定理,本文的目的是将其推广到2 距

离空间中.我们在2 距离空间中引进了(Ag)型R 弱交换映象的概念,利用自映象对的非相容性和(Ag)
型R 弱交换条件,给出了2 距离空间中的一个新的压缩型映象的公共不动点定理.
  定义1 2 距离空间(X,d)上的自映象对(f,g)称为是(Ag)型R 弱交换的,如果存在R>0,使

d(ffx,gfx,a)≤Rd(fx,gx,a)   ∀x,a∈X
  定义2[5] 称函数φ满足条件Φ,如果函数φ:[0,∞ →) [0,∞)是单调不减和右连续的,且φ(t)<
t(∀t>0).

注1 由定义2易知φ(0)=0.
引理1[5] 设函数φ满足条件Φ,对 ∀t∈ [0,∞),如果t≤φ(t),则t=0.
定理1 设S,T,A,B 是2 距离空间X 中的4个自映象,且满足以下条件:

췍 (S,A)与(T,B)是两对(Ag)型R 弱交换非相容映象对;

췍SX ⊂BX,TX ⊂AX;

췍 对 ∀x,y,a∈X,有

d2(Sx,Ty,a)≤
φ(max{d(Ax,By,a)d(Ax,Sx,a),d(Ax,Ty,a)d(By,Sx,a),d(Ax,By,a)d(By,Ty,a)})

其中函数φ满足条件Φ,则S,T,A,B 在X 中有唯一的公共不动点x*,且x* 是S,T,A,B 的不连续点.
证  因(S,A)与(T,B)是X 中的非相容映象对,故存在序列{xn},{yn}⊂X,使得

lim
n→∞

Sxn =lim
n→∞

Axn =t1 ∈SX   lim
n→∞

Tyn =lim
n→∞

Byn =t2 ∈TX (1)
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但是lim
n→∞

d(SAxn,ASxn,a)与lim
n→∞

d(TByn,BTyn,a)或者不存在,或者存在但不等于0,由于t1∈SX ⊂

BX,t2 ∈TX ⊂AX,所以存在u,v∈X,使得

t1=Bu   t2=Av (2)

  下面证明Sv 是S 与A 的公共不动点,即Sv=SSv=ASv.
事实上,由条件 췍 知,∀a∈X,有

d2(Sv,Tyn,a)≤

φ(max{d(Av,Byn,a)d(Av,Sv,a),d(Av,Tyn,a)d(Byn,Sv,a),

d(Av,Byn,a)d(Byn,Tyn,a)})
(3)

在(3)式两边令n→ ∞,并注意到(1),(2)式和函数φ的不减性,得d2(Sv,Av,a)≤φ(0)=0,即

Sv=Av (4)
由(S,A)是(Ag)型R 弱交换非相容映象对,得d(SSv,ASv,a)≤Rd(Sv,Av,a)=0(∀a∈X),即

SSv=ASv (5)
由条件 췍 可知,∀a∈X,有

d2(SSv,Tyn,a)≤φ(max{d(ASv,Byn,a)d(ASv,SSv,a),d(ASv,Tyn,a)d(Byn,SSv,a),

d(ASv,Byn,a)d(Byn,Tyn,a)}) (6)
在(6)式两边令n→ ∞,并由(1),(2),(4),(5)式得

d2(SSv,Av,a)≤φ(d2(SSv,Av,a))   ∀a∈X
从而由引理1可得d2(SSv,Av,a)=0(∀a∈X),即

SSv=Av (7)
所以从(4),(5),(7)式得

SSv=ASv=Av=Sv
即Sv 是S 与A 的公共不动点.

下证Sv 是T,B 的公共不动点.
事实上,利用条件 췍,∀a∈X,有

d2(Sxn,Tyn,a)≤φ(max{d(Axn,Byn,a)d(Axn,Sxn,a),d(Axn,Tyn,a)d(Byn,Sxn,a),

d(AxnByn,a)d(Byn,Tyn,a)}) (8)
在(8)式两边令n→∞,并注意到(1),(2)式,得d2(Bu,Av,a)≤φ(d2(Bu,Av,a)).从而由引理1可知

d2(Bu,Av,a)=0(∀a∈X),即

Bu=Av (9)
又由条件 췍 知,∀a∈X,有

d2(Sv,Tu,a)≤φ(max{d(Av,Bu,a)d(Av,Sv,a),d(Av,Tu,a)d(Bu,Sv,a),

d(Av,Bu,a)d(BU,Tu,a)})
从(4),(9)式和函数φ的不减性得

d2(Sv,Tu,a)≤φ(0)≤φ(d2(Sv,Tu,a))   ∀a∈X
再由引理1得d2(Sv,Tu,a)=0(∀a∈X),即

Sv=Tu (10)
由(4),(9),(10)式可得Bu=Tu,于是由(T,B)是(Ag)型R 弱交换映象对可知

d(TTu,BTu,a)≤Rd(Tu,Bu,a)=0   ∀a∈X
进而TTu=BTu,则由(10)式可得

TSv=BSv (11)
由条件 췍 知,∀a∈X,有

d2(Sv,TSv,a)≤φ(max{d(Av,BSv,a)d(Av,Sv,a),d(Av,TSv,a)d(BSv,Sv,a),

d(Av,BSv,a)d(BSv,TSv,a)})

34第4期      张军贺,等:2 距离空间中两对非相容映象的一个新的公共不动点定理



则由(4),(11)式可得

d2(Sv,TSv,a)≤φ(d2(Sv,TSv,a))   ∀a∈X
从而由引理1得d2(Sv,TSv,a)=0(∀a∈X),即Sv=TSv=BSv.可见Sv也是T 与B 的公共不动点,
因此令x* =Sv(=Av=Bu=Tu=t1=t2),则x* 就是映象S,T,A,B 的公共不动点.

下面证明S,T,A,B 的公共不动点唯一.
事实上,假设y* 也是S,T,A,B 的公共不动点,利用条件 췍,∀a∈X,有

d2(x*,y*,a)=d2(Sx*,Ty*,a)≤
φ(max{d(Ax*By*,a)d(Ax*,Sy*,a),d(Ax*Ty*,a)d(By*,Sx*,a),

d(Ax*,By*,a)d(By*,Ty*,a)})=φ(d2(Sx*,Ty*,a))
从而由引理1得d2(Sx*,Ty*,a)=0(∀a∈X),即x* =y*,唯一性得证.

最后证明x* 是S,T,A,B 的不连续点.事实上,由(1)和(2)式得

lim
n→∞

Sxn =lim
n→∞

Axn =t1=Bu=x* (12)

  (1°)假设S在x* 处连续,则有lim
n→∞

SAxn=lim
n→∞

SSxn=Sx* =x*.再由(S,A)是(Ag)型R 弱交换映

象对得

d(SSxn,ASxn,a)≤Rd(Sxn,Axn,a)   ∀a∈X (13)
在(13)式两边令n → ∞,得lim

n→∞
ASxn =lim

n→∞
SSxn =x*,从而有lim

n→∞
d(SAxn,ASxn,a)=0,这与

lim
n→∞

d(SAxn,ASxn,a)或不存在,或存在但不等于0矛盾,故S在x* 处不连续.

(2°)假设A 在x* 处连续,则有lim
n→∞

ASxn =Ax* =x*,因此由(12)和(13)式得

lim
n→∞

SSxn =lim
n→∞

ASxn =Ax* =x*

这与(1°)中所证S在x* 处不连续矛盾,故A 在x* 处不连续.
利用(1)式所给出的序列{yn}以及(T,B)是(Ag)型R 弱交换映象对的条件同理可证:T,B在x* 处

不连续,至此定理1证完.
注2 (1°)定理1把度量空间中的不动点定理相应地推广到2 距离空间中,扩大了应用范围;
(2°)大多数不动点定理都要求空间是完备的,而定理1并不要求空间的完备性;
(3°)很多不动点定理都要求涉及到的映象具有某种连续性(或者要求至少有一个映象是连续的),而定

理1中的映象都是不连续的.可见定理1本质地改进了前人的已有结果.
定理2 设(X,d)是2 距离空间,A,B,{Ti}i∈I(I是指标集,I的势不小于2)分别是X上的自映象和

自映象族.若A,B,{Ti}i∈I 满足以下条件:

췍 ∀i∈I,(Ti,A)和(Ti,B)都是 (Ag)型R 弱交换非相容映象对;

췍TiX ⊂BX,TiX ⊂AX (∀i∈I);
췍 ∀x,y,a∈X,有

d2(Tix,Tjy,a)≤φ(max{d(Ax,By,a)d(Ax,Tix,a),d(Ax,Tjy,a)d(By,Tix,a),
d(Ax,By,a)d(By,Tjy,a)})

其中i,j∈I,函数φ满足条件Φ.
则A,B,{Ti}i∈I 在X 中有唯一的公共不动点,并且此公共不动点是A,B,{Ti}i∈I 的不连续点.

证  对i,j,m∈I,i≠j,i≠m,由定理1知A,B,Ti,Tj 和A,B,Ti,Tm 分别存在唯一的公共不动点

xij 和xim,并且它们分别是映象A,B,Ti,Tj 和A,B,Ti,Tm 的不连续点,现在证明xij=xim.事实上,根据

条件 췍,∀a∈X,有

d2(xij,xim,a)=d2(Tixij,Tmxim,a)≤

φ(max{d(Axij,Bxim,a)d(Axij,Tixij,a),d(Axij,Tmxim,a)d(Bxim,Tixij,a),

d(Axij,Bxim,a)d(Bxim,Tmxim,a)})=φ(d2(xij,xim,a))
因此

d2(xij,xim,a)≤φ(d2(xij,xim,a))
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即

d2(xij,xim,a)=0   ∀a∈X
从而xij=xim.再根据i,j,m的任意性可知,A,B,{Ti}i∈I 在X 中有唯一的公共不动点,且此公共不动点是

A,B,{Ti}i∈I 的不连续点.
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ANewCommonFixedPointTheoremforTwoPairsof
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Abstract:In2-metricspaces,theconceptof(Ag)typeR-weakcommutativemappingisintroduced.Byu-
singthenoncompatibleand(Ag)typeR-weakcommutativeconditionsofself-mappingpairsin2-metric
spaces,aclassoftwicepowertypeφ-contractiveconditionisestablishedandtheexistenceanduniqueness
ofthecommonfixedpointforfourself-mappingsongivenconditionsarediscussed,anewcommonfixed
theoremsisobtained.
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