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距离度量下的一类非线性系统输出反馈控制①

张爱文, 谢成康

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:针对一类非线性项下三角形依赖的输出反馈控制系统,在非线性距离度量框架下,设计状态观测器和反馈

控制律稳定闭环,并分析控制器的鲁棒性.在有测量误差和输入误差时,控制器实现了闭环在距离度量意义下的

稳定.当模型扰动小于正常数时,控制器可实现对于模型扰动的鲁棒稳定性.
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在控制工程中,由于传感器和控制装置的精度受限,测量误差和输入误差是不可避免的.另外,用数

学来表示物理对象和过程时,建立的数学模型也不可能完全准确刻画物理对象和过程,即存在模型扰动.
这二类误差和扰动都属于控制中的不确定因素.一个控制设计要能够抑制这类不确定因素,才能达到控制

目的.也就是控制器要具备鲁棒性,才能使闭环的稳定性不会被破坏.
对于线性控制系统,距离度量(gapmetric)是较好的鲁棒控制框架,并在鲁棒控制设计和分析中获得

了成功.但对于非线性控制系统,由于系统自身的复杂性,直到近年才借助于图和范函分析理论,提出了

一种合适的拓扑结构,相应的距离度量理论才较完整地建立起来[1-4].在非线性距离度量框架下,可以较

方便地考虑非线性控制系统对于测量误差、输入误差和模型扰动的鲁棒性.然而,另一方面,控制设计也变

得十分困难,尤其是伴随观测器的输出反馈系统,因此,相关工作还比较少[5-7].
在文献[7-9]中,对非线性“下三角”系统的状态反馈控制问题,利用反步法设计了状态反馈控制器,

得到了闭环在距离度量意义下的鲁棒稳定性.文献[6]考虑了一类非线性项只依赖于可测信号的输出反馈

系统,设计了观测器和输出反馈律.对于更有价值的非线性项依赖于更多变量的系统的输出反馈控制问

题,至今还未见结果.因此,本文考虑下面输出反馈系统:

ẋ1=x2+ϕ1(x,u,t) (1a)

ẋ2=x3+ϕ2(x,u,t) (1b)
……

ẋn =u1+ϕn(x,u,t) (1c)

y1=x1 (1d)
在距离度量意义下的鲁棒控制设计和分析,其中x=(x1,x2,…,xn)T 是系统状态,u1 和y1 是输入与输

出,ϕ1(x,u,t),ϕ2(x,u,t),…,ϕn(x,u,t)是非线性项.
在非线性距离度量框架下,系统(1)的控制设计有两方面的困难.一方面是系统的性态依赖于所有信

号x1,x2,…,xn,而可以测量并用于反馈的信号只有x1.因此,需要设计观测器,而且对于非线性项ϕ1(x,
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u,t),ϕ2(x,u,t),…,ϕn(x,u,t)必须附加合适的限制条件,系统才可控.另一方面的困难是测量误差和

输入误差带来的信号关系的不确定性的困难.
对于非线性项,本文作下面的假设:
假设1 存在常数c>0,使得

|ϕi(x,u,t)|≤c(|x1|+|x2|+…+|xi|) (2)
对于i=1,2,…,n成立.

这一假设实际上是非线性项满足线性增长的条件,但比全局Lypschitz连续性要弱.

1 预备知识

先简单介绍非线性距离度量的有关内容,详细的论述见文献[2-3,5].
设U 和Y 为赋范信号空间,P表示标称因果受控对象,C是因果控制器,y0 和u0 分别代表测量误差与

输入误差,y1与y2是输出信号实际值和测量值,u1与u2是输入信号实际值和控制输入值.考虑下面的标准

输出反馈图,闭环记为[P,C].

图1 标准输出反馈图

从算子 (或映射)角度来看,有P:u →1 y1,C:y →2 u2.
信号之间有如下关系:y0=y1+y2,u0=u1+u2.由于测量误差y0
和输入误差u0 是不确定的,实际上,上述信号关系是不确定性的.

用W 表示U×Y,并记w0=(u0,y0)T,w1=(u1,y1)T,w2=
(u2,y2)T.定义闭环算子为

HP,C: →W W ×W,w0 →| (w1,w2)
受控对象P 的图M、控制器C的图N 定义为

M=GP ={(u,Pu)T:u∈U}⊂W   N=GC ={(Cy,y)T:y∈Y}⊂W
引入算子ΠM∥/N: →W W,w0 →| w1,于是有如下定义.

定义1 称闭环系统[P,C]是稳定的,如果算子ΠM∥N 的诱导范数存在,即

‖ΠM∥N‖=sup
w0≠0

‖ΠM∥Nw0‖
‖w0‖ =sup

w0≠0

‖w1‖
‖w0‖ <

∞

此外,还可以定义一种较弱的稳定性,即增益函数(gain-function)稳定性(gf 稳定性).
定义2 关于α的函数g[ΠM∥N](α)= sup

‖w0‖≤α
‖ΠM∥Nw0‖(其中α≥0)称为算子ΠM∥N 的增益函数.如

果对一切α≥0,增益函数g[ΠM∥N](α)都是有限的,则称闭环系统[P,C]为增益函数稳定,或gf 稳定.
根据泛函分析的知识,容易得到:如果存在常数Γ>0使得

‖w1‖ ≤Γ‖w0‖   w1,w0 ∈W (3)
那么[P,C]是稳定的;如果存在连续函数γ(·)>0使得

‖w1‖ ≤γ(‖w0‖)   w1,w0 ∈W (4)
那么[P,C]是gf 稳定的.

最后定义标称受控对象P 与扰动(物理)受控对象P1 的距离度量,引出由非线性距离度量建立控制系

统的鲁棒性定理.
定义3 受控对象P 和P1 的方向距离度量(directedgapmetric)定义为

δ(P,P1)=
infΦ∈O‖(Φ-I)|M‖ 如果O≠Ø
∞ 如果O≠{ Ø

其距离度量定义为δ(P,P1)=max{δ(P,P1),δ(P1,P)}.其中O={Φ: →M M1|Φ为因果一一映射,
且Φ(0)=0},而M1 为P1 的图,即GP1.

定理A[2] 设闭环[P,C]稳定.如果扰动受控对象P1 满足

δ(P,P1)< 1
‖ΠM∥N‖

则闭环[P1,C]也稳定,且
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‖ΠM1∥N‖ ≤ ‖ΠM∥N‖ 1+δ(P,P1)
1-‖ΠM∥N‖δ(P,P1)

2 控制设计与分析

由于只有x1 可以用于反馈,需要设计状态观测器来估计其它状态.本文采用下面的观测器:

x̂
·

=̂x2+la1(-y2-x̂1) (5a)

x̂
·

2 =̂x3+l2a2(-y2-x̂1) (5b)
……

x̂
·

n =-u2+lnan(-y2-x̂1) (5c)
其中l>1是待定的增益常数,选取常数a1,a2,…,an 使得sn+a1sn-1+…+an-1s+an 是Hurwitz多项式.

令

ηi=x̂i

li-1   i=1,2,…,n (6)

把(5)式表示为

η̇1=lη2+la1(-y2-x̂1) (7a)

η̇2=lη3+la2(-y2-x̂1) (7b)
……

η̇n =-u2
ln-1+lan(-y2-x̂1) (7c)

取常数b1,b2,…,bn 使得sn +bnss-1+…+b2s+b1 为Hurwitz多项式.设计控制律为:

u2=-ln(bnη1+bn-1η2+…+b1ηn) (8)
最终控制器C由观测器(5)和控制律(8)组成.

定理1 对于由(1),(5)和(8)式构成的闭环系统,存在增益常数l>1和连续函数γ(·)>0,使得

‖(u1,y1)T‖∞ ≤γ(‖(u0,y0)T‖∞)
即闭环系统是gf 稳定的.若系统(1)处于休息状态,即初始状态为零,则存在正常数Γ,使得

‖(u1,y1)T‖∞ ≤Γ‖(u0,y0)T‖∞

即闭环系统(在距离度量意义下)是稳定的.其中范数定义为:‖(·,·)T‖∞ = ‖·‖2∞ +‖·‖2∞ .
证  由(1)和(5)式得到观测误差췍x1,췍x2,…,췍x2 满足

췍x
·

1=췍x2+ϕ1-la1(-y2-x̂1)

췍x
·

2=췍x3+ϕ2-l{2}a2(-y2-x̂1)
……

췍x
·

n =u0+ϕn -lnan(-y2-x̂1)
作下面变换

ξi=
췍xi

li-1   i=1,2,…,n (9)

则ξ1,ξ2,…,ξ2 满足

ξ̇1=lξ2+ϕ1-la1(-y2-x̂1) (10a)

ξ̇2=lξ3+
1
lϕ2-la2(-y2-x̂1) (10b)

……

ξ̇n =u0
ln-1+ 1

ln-1ϕn -lan(-y2-x̂1) (10c)

注意到-y2-x̂1=y1-y0-x̂1=ξ1-y0,并将(8)式代入(7)式,则由(7)式与(10)式得
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η̇=lA1η+laξ1-lay0 (11a)

ξ̇=lA2ξ+Φ(x)+lay0+ 1
ln-1Bu0 (11b)

其中

η=(η1,η2,…,ηn)T  ξ=(ξ1,ξ2,…,ξn)T  B=(0,0,…,1)T  a=(a1,a2,…,an)T

A1=

0 1 … 0
0 0 … 0

︙

0 0 … 1
-b1 -b2 … -b

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

n

,A2=

-a1 1 … 0
-a2 0 … 0

︙

-an-1 0 … 1
-an 0 …

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
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÷
0

,Φ(x)=

ϕ1(x1)

1
lϕ2(x1,x2)

︙

1
ln-1ϕn(x1,…,xn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷)

  由a1,a2,…,an 和b1,b2,…,bn 的选择可得到A1,A2,均是Hurwitz矩阵,故存在正定对称矩阵P,Q使

AT
1P+PA1=-3I,AT

2Q+QA2=-3I.
对于闭环系统(11),考虑Lyapunov函数V(t)=V1(t)+(m+1)V2(t),其中

m=‖P‖2‖a‖2+1   V1(t)=ηTPη   V2(t)=ξTQξ
记号 ‖·‖ 代表向量的Euclid范数和矩阵(作为线性变换算子)的诱导范数.

由(11)式知V1 沿闭环轨迹的导数满足

V̇1=-3l‖η‖2+2lηTPaξ1-2lηTPAy0 ≤
-l‖η‖2+l‖P‖2‖a‖2(‖ξ1‖2+‖y0‖2)≤
-l‖η‖2+l(m-1)(‖ξ‖2+‖y0‖2)

由(11)式知V2 沿闭环轨迹的导数满足

V̇2=-3l‖ξ‖2+2ξTQϕ(x)-2lξTQay0+ 2
ln-1ξTQBu0

根据Chauchy-Schwarz不等式,可得

|2ξTQΦ(x)|≤2‖ξT‖·‖QΦ(x)‖ ≤2‖ξ‖·‖Q‖·‖Φ(x)‖
而

‖Φ(x)‖= ϕ21+(ϕ
2

l
)2+…+(ϕn

ln-1)
2

且可以知道

ϕi

li-1 ≤cn(‖η‖+‖ξ‖)   i=1,2,…,n

  于是,由假设(2)知

|2ξTQΦ(x)|≤2‖Q‖·‖ξ‖ ϕ21+(ϕ
2

l
)2+…+(ϕn

ln-1)
2 ≤

2nc‖Q‖·‖ξ‖(‖η‖+‖ξ‖)≤
3nc‖Q‖(‖η‖2+‖ξ‖2)

成立.因此

V̇2 ≤-l‖ξ‖2+3nc‖Q‖(‖ξ‖2+‖η‖2)+l‖Q‖2‖A‖2|y02|+ 1
ln-1‖Q‖2|u0|2

经过计算可得

V̇=̇V1+(m+1)̇V2 ≤-(l-3ncm‖Q‖)(‖η‖2+‖ξ‖2)+α(‖u0‖∞,‖y0‖∞)
其中,为方便起见,记

α(‖u0‖∞,‖y0‖∞)= m
ln-1‖Q‖2‖u0‖2∞ +l(m‖Q‖2‖A‖2+m-1)‖y0‖2∞

  选取增益常数
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l>3ncm‖Q‖+1 (12)
那么

V̇≤-(‖η‖2+‖ξ‖2)+α(‖u0‖∞,‖y0‖∞) (13)
于是V(t)在下面紧集

S={(η,ξ)|‖η‖2+‖ξ‖2 ≤α(‖u0‖2∞,‖y0‖2∞)}
之外递减,故有:

‖η‖2+‖ξ‖2 ≤max{‖η0‖2+‖ξ0‖2,α(‖u0‖2∞,‖y0‖2∞)}≤
max{‖η0‖2+‖ξ0‖2,σ1‖u0‖2∞ +σ2‖y0‖2∞}≤
max{‖η0‖2+‖ξ0‖2,σ‖(u0,y0)T‖2}=g(‖(u0,y0)T‖)

其中:σ1= m
ln-1‖Q‖2,σ2=l(m‖Q‖2‖a‖2+m-1),σ=2max{σ1,σ2},η0 和ξ0 是η与ξ的初值.此外

‖y1‖∞ =‖x1‖∞ ≤ ‖x‖∞ ≤ ‖̂x‖∞ +‖췍x‖∞,于是

‖y1‖∞ ≤ 2 ‖̂x】‖2∞ +‖췍x‖2∞ ≤ 2ln-1 ‖η‖2∞ +‖ξ‖2∞ ≤

2ln-1 g(‖(u0,y0)T‖∞)=γ1(‖(u0,y0)T‖∞)
对u1,显然 ‖u1‖∞ ≤ ‖u0‖∞ +‖u2‖∞.而从(8)式知道

‖u1‖∞ ≤‖u0‖∞ +bln(|η1|+|η2|+…+|ηn|)≤

‖(u0,y0)T‖∞ +nbln g(‖(u0,y0)T‖∞)=
γ2(‖(u0,y0)T‖∞)

最后得到关于 ‖(u1,y1)T‖ 的估计

‖(u1,y1)T‖∞ ≤‖u1‖∞ +‖y1‖∞ ≤γ1(‖(u0,y0)T‖∞)+γ2(‖(u0,y0)T‖∞)=
γ(‖(u0,y0)T‖∞) (14)

从而,闭环系统是gf 稳定的.
因为初始状态为零,于是观测器的初值取为零,从而η0=ξ0=0,所以g(‖(u0,y0)T‖)=max{0,

σ‖(u0,y0)T‖2}=σ‖(u0,y0)T‖2.再由

γ1(‖(u0,y0)T‖∞)= 2σln-1 g(‖(u0,y0)T‖∞)= 2σln-1‖(u0,y0)T‖∞

γ2(‖(u0,y0)T‖∞)=‖(u0,y0)T‖∞ +nbln g(‖(u0,y0)T‖∞)=(1+nbln σ)‖(u0,y0)T‖∞

令

Γ= 2σln-1+nbln σ+1 (15)
于是 ‖(u1,y1)T‖∞ ≤γ‖(u0,y0)T‖∞.定理2证毕.

结合定理1和定理A,可以建立如下对模型扰动的鲁棒稳定结果.
推论1 设受控对象P的初始状态为零,控制器C由(5)和(8)式给定.对于任意(扰动)受控对象P1,

如果δ(P,P1)<1/Γ,则闭环系统[P1,C]也是稳定的,其中Γ由(15)式定义.
由定理可见,如果视P1 为物理受控对象,P 为其标称受控对象(数学模型).那么,对P 设计控制器C

使闭环[P,C]稳定,若P1与P的距离适当小则闭环[P1,C]也稳定.由此说明控制器C具有鲁棒性.由于

测量误差u0和输入误差y0造成信号u1与u2,y1与y2的关系不确定,在观测器和控制律作用下的闭环稳定

性分析变得很困难.为了克服这一困难,文献[5-6]假设了非线性项为全局Lypschitz连续,因此可以设计

线性的控制律.本文利用了高增益观测器来设计控制律,可以把非线性项假设放松到满足线性增长的条件

(2).有兴趣的读者可参阅文献[8-9].
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OutputFeedbackControlforaClass
ofNonlinearSystemsinGapMetric

ZHANGAi-wen, XIECheng-kang
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Abstract:Forthelowertriangularnonlinearsystem,anobserverandfeedbackcontrolsystemarecon-
structedtostabilizetheclosed-loopwithintheframeworkofnonlineargapmetric.Inthepresenceofinput
errorandmeasurementerror,thedesignedcontrollerisabletostabilizetheclosed-loopinthesenseofgap
metric.Inthecasethattheplantperturbationissmallerthansomepositiveconstant,thecontrollera-
chievesrobuststabilitytotheplantperturbation.
Keywords:nonlineargapmetric;outputfeedback;robustness
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